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R&m4 Nous etudions la convection stationnaire dans une boite rectangulaire legerement inclinee 
contenant un milieu poreux saturt. Lorsque la paroi inferieure est la plus chaude, et pour de grands facteurs 
de forme, la circulation est simple tant que le nombre de Rayleigh reste sous-critique. Si le systtme est chauffe 
par le haut, un regime de couches limites s’etablit aux grands nombres de Rayleigh. Le nombre de Nusselt est 
calcule par la mtthode de Galerkin et I’on montre qu’il est donnt dans ce cas par I’expression approchee: 

Nu = 1 + 0.16k3’LRa*“4d. 

NOMENCLATURE 

coefficient du developpement du nombre 

de Nusselt ; 
acceleration de la pesanteur ; 
demi-hauteur ; 
facteur de forme = longueur/hauteur; 
nombre de Nusselt global ; 
pression ; 
nombre de Rayleigh de filtration ; 
temperature reduite; 
temperature de reference; 
temperature a I’ordre 1 en cp; 
temperature de la paroi inferieure; 
temperature de la paroi superieure; 
vitesse de filtration ; 
coordonnee quasi-horizontale; 
coordonnee quasi-verticale. 

Symboles grecs 

coefficient de dilatation thermique; 

&art de temperature; 
epaisseur de la couche limite; 
= j?/]fl] sens du chauffage; 
permeabilite du milieu poreux ; 
angle d’inclinaison ; 
flux de chaleur; 
fonction de courant reduite ; 
fonction de courant.au premier ordre; 
conductivite thermique equivalente du mi- 
lieu poreux ; 
masse volumique du fluide saturant ; 
masse volumique du fluide a la temperature 
de reference ; 
chaleur volumique du fluide saturant ; 
temperature absolue; 
viscositi cinematique. 

1. INTRODUCTION 

IL. PIillT etre nicessaire, dans certaines circonstances, 
de connaitre le flux de chaleur a travers un milieu 

poreux a faces paralleles legerement inclinies. C’est le 
cas, par exemple, lorsqu’on isole thermiquement au 
moyen de laine de verre la face inferieure d’un recipient 
chaud presentant un defaut d’horizontalite. Comme 
dans le cas d’un liquide pur [ 1,2] les equations de la 
convection peuvent etre linearisles par rapport a 
I’angle d’inclinaison. On obtient alors par la mithode 
de Galerkin, les lignes de courant, le champ de 
temperature et le nombre de Nusselt. Pour les grands 
nombres de Rayleigh, une reduction a des equations 
differentielles ordinaires fournit une solution analyti- 
que compacte approchee. 

2. LES ItQUATlONS ET LEUR SOLUTION 

Le systeme de reference est donne par la Fig. 1. Les 
deux parois quasi-horizontales sont maintenues a des 
temperatures differentes et uniformes T,, en haut et TB 

en bas. Les parois laterales sont adiabatiques. Les 

differents coefficients de transport sont consider& 
comme independants de la temperature. 

Nous utilisons la loi de Darcy qui s’ecrit, en regime 

stationnaire: 

et I’equation d’etat : 

P/ = I’,,,[1 - @’ - To)]. (2) 

FIG. 1. Systeme de reference. 
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L’approximation de Boussinesq est adoptee : les varia- 
tions de la masse volumique sont negligees sauf dans le 
tecme genirateur de la convection. L’iquation (1) 
devient ainsi 

1(1r et T, dependent du nombre de Rayleigh et du 
facteur de forme k. 

Le nombre de Nusselt global, mesurant la contribu- 
tion convective au transport de chaleur s’tcrit ici : 

&vp+rBg+;“=o. (3) 
0 

Q(v) 
Nu(k, Ra*,cp) = ~ 

W) 
(12) 

Pour eliminer la variable p on prend le rotationnel de ou m(4) est le flux de chaleur a travers une section 
(3). quasi-horizontale de la boite. 

On passe a des equations adimentionnelles en 
faisant le choix d’unites suivant : 

2 h pour les longueurs, /I = T, - T, pour les 
temperatures et x* = I*/&), pour la fonction de 
courant. 

Dtveloppons @ en puissances de I’angle : par raison 
de symitrie, @ est une fonction paire de cp et I’on a 

[2* 31 

WkRa*, cp) = 1 + $~(OT,)*dx dy + O((p“) 

Alors (3) s’ecrit : (13) 

Le systeme (9)-( 11) 
Galerkin en posant: A$ = Ra* 

a a 
sincp-T -coscpzT 

ay ! 

et l’equation de la chaleur prend la forme 

avec 

et pour conditions aux limites 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

avec I: = /3/IfiI et pour origine des temperatures (T,, - 

TH)P. 
Pour une inclinaison nulle, le systeme (4)-(7) admet 

la solution 1+5” = 0, T, = cy. 
On suppose que pour une inclinaison assez faible il 

existe un developpement en serie de puissances de 
I’angle : 

T&Y) = ‘:Y + cpT,O,y) + c~*7-2(.~,y) + 0(rp3). 

On obtient alors au premier ordre en q le systtme 

&A$, +&T, = I: 

I:;$, + AT, = 0 

avec les conditions aux limites 

&r,(C;,y)=O, +,+o. 
(11) 

T,O,Y) = i 
i:l 

rp,(.&Y) = i 
i=* 

est resolu par la methode de 

ji, Tij sin Tcos j*y 
(14) 

j$, Lij COS 7 COS,i*y 

oui*=(2i*-1)n et j*=(2j-L)n. 

On obtient 

-r:4k( - l)i+j 

(15) 
r:i* 

T,, = - z Lij avec Rij = s + ,j** 
1, 

Pour les calculs numeriques nous utilisons n = 10, 
m = 40. 

3. RkXJLTATS ET COMMENTAIRES 

(a) Chauffage par le bas (I: = - 1) et nombre de 
Rayleigh sous-critique (Ra* cos q < 4x2, [4]). On 
obtient les lignes de courant de la Fig. 2. Pour des 
valeurs assez grandes du facteur de forme nous 
distinguons deux regions : loin des parois adiabatiques 
la chaleur n’est transportee que par diffusion et la 
fonction de courant est don&e par la solution bien 
connue [4] 

(16) 

T, - 0 

obtenue en faisant a/ax + 0 dans (9)~( 11). 
Par contre, un transport convectif s’etablit au 

voisinage des parois laterales. Comme (16) est inde- 
pendante du facteur de forme, il doit en itre de mime 
pour JIr et T, prb des extrimites et on peut ecrire le 
nombre de Nusselt sous la forme 

Nu = 1 + a(k,Ra*)cp* + O(#) (17) 

oti o(k, Ra*) est de la forme b(Ra*)/k. La validite de 
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: 

FIG. 2. Lignes de courant au premier ordre pour t’ = - 1, k = 8 et IW = 20. 

cette expression peut itre appr&Ge SW la Fig. 3 ori l’on 
donne la relation entre a et k. 

(b) Chauffage par le haut (I: = + 1). Lorsque le 
nombre de Rayleigh est petit, la convection est unicel- 
lulaire (Fig. 4). Pour les grands nombres de Rayleigh 
on distingue deux rlgions (Fig. 5): dans le centre, les 

vitesses sont faibles et la perturbation de tempdrature 
independante de y (il y a stratification horizontale). 
Prb des parois les gradients sont trks forts. Nous 
reviendrons sur ce cas au paragraphe 4. 

La Fig. 6 donne le coefficient u(k, Ru*) du divelop- 

pement du nombre de Nusselt 

Nu = 1 + a(k, Ru*)cp’. (18) 

On distingue Ii encore deux domaines : celui des petits 
nombres de Rayleigh oii a croit rapidement avec Ra* 
mais dlcroit avec k [Cf. lquation (17)] et celui oti Ru* 
est grand pour lequel la stratification de la rlgion 
centrale donne une croissance plus faible avec Ra*. 

1 . 
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v 

FIG. 3. Nombre de Nusselt Nu = I. + u(k, Ra*)cp2 pour E = 
- I et Ru* = 20. 

FIG. 4. Lignes de courant au premier ordre pour E = + 1, k 
= 2 et Ra* = 100. 

4. ANALYSE DU CAS Ra’ -+ 7 POUR k 
MDDI?Rfi (I: = + I) 

Lorsque le nombre de Rayleigh croit indifiniment 
les systlmes (4)-(5) et (9)-(10) deviennent singuliers. 

Le systime (4)-(5) avec rp = n/2, correspondant g 
une boite verticale, a t5tl ltudit pour le cas d’un liquidc 

pur [5-61 et d’un milieu poreux [7-83. On distingue 
alors un coeur oi le terme diffusif de I’lquation du 
mouvement est nlgligd et une couche limite proche des 
parois isothermes ori les lquations sont simplifiies par 
les procidures habituelles. Les deux solutions sont 
ensuite raccordCes. 

Ici, dans le cas cp + 0, nous utilisons une mlthode de 
rtduction des iquations complites (9)-(10) A un 
systime d’iquations diff&entielles ordinaires proche 
de la mkthode de Kantorovich [9]. 

Une analyse grossitre [2,3] donne pour les ordres 
de grandeur des variables les estimations suivantes: 
lpaisseur de la couche limite 6 - k’ “Ra*-’ 4 ; 
fonction de courant pr15s des parois isothermes II, - 
kRu*' “c/i; nombre de Nusselt Nu - 1 - 
k3 2&*‘4 2 

rp. 

Dlveloppons T, et IJ?~ en slries de fonctions satisfai- 
sant aux symltries et aux conditions aux limites en x : 

Tl(.Y,y) = i Ti(y)Sitl Ui.Y 
i=l (19) 

$,(.w9_V) = C Li(Y)cos ai.x 

i-l 

avec Ui = (2’ - 1):. 

En substituant ce dtveloppement dans (9)-(10) 
compte tenu de 

1 = i: a; cos !xi.Y, 
4(-l)’ 

z: = - ____ (20) 
i-1 n(2i - 1) 

et en utilisant la condition de Galerkin, on obtient le 
systime dicouplt 

T?‘(Y) - 2cl;7-;‘(y) + a;[~$ + Ru*]T~(~) 

= Ru*ajq 
(21) 

L?%‘) - 2UfLy(y) -I- af[af + Ra*]&(y) 

= - Ru*a)af. 
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(b) 

FIG. 5. Isothermes (a) et lignes de courant (b) au premier ordre pour I: = + 1. k = 2 et Ru* = 104. 

FIG. 6. Nombre de Nusselt Nu = 1 + a(k,Ra*)p* pour E = + 1. 
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Les racines de I’equation caracteristique associee a (21) 
sont 

ri = f Zi[l +.j(Ra*/rz)’ 2]’ 2. (22) 

11 est possible de developper entitrement le calcul 
sans approximation et d’obtenir ainsi une solution 
exacte sous forme de series simples (19). Cependant les 
coefficients assez compliquts font que cette solution 
n’est, pratiquement, pas beaucoup plus utilisable que 
la solution en series doubles obtenue au paragraphe 2. 

Limitons-nous au cas ou (RcI*/u:)“~ >> 1, c’est-d- 
dire 

kRu*’ ’ 

(2i - 1)rr >’ ’ 
(23) 

ce qui revient, comme on peut le verifier, a faire 
I’approximation 

-$ >> g dans (9)-( 10). 

En choisissant les solutions paires de (21) satisfaisant 
aux conditions aux limites et compte tenu de (23), il 
vient 

T,(.u,y) = i Ai sinh miy sin miy 
i=* 

+ Bi cash m,y cos m,y + sin a,?c 

J/,(.TY) = i - Ra*’ ‘Bi sinh miy sin miy 
i=, 

+Ro , *’ 2A. cash m,y cos miy cos six 

avec 

2af mi mi 
Ai LX - -_e-Tsin- 

ai 2 

B, _ _ gie-ycosyi 
IN 

ai 2 

Ra*’ 4. 

(24) 

Sur la Fig. 7 est pork T, (0,s ;y) et tj,(O ;y) pour Ra* = 
lo4 et 10’ et k = 2 en ne gardant que le premier terme 
des series. 

Compte tenu de (13) et negligeant les composantes 
horizontales du gradient de temperature, on obtient 
pour le nombre de Nusselt 

2 

xi 
1 

i=, (2i _ 1)7’2’ (25) 

FIG. 7. Fonction de courant et champ de temp&ature pour k 
= 2, Ra* = lo4 et Ra* = 10’ selon (24) en traits pleins et 

(14)-( 15): triangles et Ctoiles. 

5. CONDITIONS DE VALlUlTd ET CONCLUSION 

En utilisant les estimations indiquees au debut du 
paragraphe 4 il est possible de preciser les conditions 
de validite des solutions ci-dessus. 

L’utilisation de la loi de Darcy suppose que les 
variations des vitesses soient faibles sur une longueur 
caracteristique des dimensions des’pores (d): 

2d 
6 c k”2Ro*-’ 4 >> -. 

h 

Par ailleurs, les termes du second ordre en rp ne sont 
negligeables dans la couche limite que si 

Lorsque la boite est chauffee par le bas et pour des 
nombres de Rayleigh sous-critiques, la solution habi- 
tuelle consistant en un ecoulement parallele aux parois 
isothermes et un transport de chaleur convectif limite 
aux extremitb est utilisable dans le cas de facteurs de 
forme assez grands. 

Pour une chauffage par le haut, l’ecoulem.ent est 
d’autant plus complexe que Ra* est grand. La solution 
analytique obtenue pour Ru* + YI en souligne les 
aspects essentiels: couches limites au voisinage des 
parois isothermes, nappes de circulation inversie et 
region centrale strati& presque immobile. 
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NATURAL CONVECTION IN A SLIGHTLY SLANTED RECTANGULAR BOX 
FILLED WITH A POROUS MEDIUM 

Abstract-Steady natural convection in a rectangular slightly inclined box filled with a porous medium is 
studied. If the lower plate is heated and the aspect ratio large, the structure of the flow is simple as long as the 
Rayleigh number remains sub-critical. If the upper plate is heated, a boundary iayer regime appears provided 
that the Rayleigh number is high. The Nusselt number is calculated by the Galerkin method and shown to 
approximate in this particular case to the following expression : 

Nu = 1 + o.l6k3”Ra*“4qG. 

FREIE KONVEKTION IN EINEM LEICHT SCHRAG GESTELLTEN, 
RECHTECKIGEN KASTEN, DER MIT EINEM PORGSON MEDIUM 

GEFULLT IST 

Zusammenfassung - Wir untersuchen freie Konvektion in einem rechteckigen, leicht geneigten Kasten, der 
mit einem porosen Medium geWlit ist. Wenn die untere Seitegeheizt wird und das Seitenverhaltnis grog ist, 
so ist die Struktur der Strijmung solange einfach, wie die Rayleigh-Zahl unterkritisch bleibt. Wenn die obere 
Seitegeheizt wird,ergibt sich eineGrenzschichtstr~mung,vorausgesetzt,daBdie Rayleigh-Zahl hoch ist. Wir 
berechnen die Nusselt-Zahl nach der Methode von Galerkin und zeigen. daB sie in diesem besonderen Fall 
von dem Ausdruck 

Nu = 1 _t 0,16k3’2Ra*L’4 rp z 

angenahert wird. 

ECTECTBEHHAR KOHBEKHMJI B CJIEI-KA HAK~OHEHHOM 
IlPRMOY~OJfbHOM OE’bEME, 3Al’lOJfHEHHOM IlOPMCTOEi CPEflOltl 

AHHOT~UIIU -- M3yqaerca c~rauaotiapuan ecrecruemias xotraexutia a npnMoyronbtioM cnerka HaKnO- 
ueuuobi of%Me. ~anontieuuoM nopscroii cpeaoit. Ec,le uarpeaaerca titixc~xa nnacrritra u oruotuemie 
c~opoti 9enkiico. c-rpykrypa noToka ocraercs npocroii annorb no ~ptf~u~ectoi~ qricen Penea. Hpe 
tiarpese sepxttei? nnacruubt B clyrae ~onbtuex st4ce.n Penes a03uirkaer re~eufle rnna norpaumtuoro 
c.rlos. Meroiroht raneptoiiia paccqrirauo qucfcno Hyccenbra I( nokasauo, 9~0 B paccMoT~HHoM cnysae 
0~0 onpenenaercn ebrpaxcetitfekt 

Nu = I + 0.16/i’ ‘Ru” + q2 


