Imt. J. Heat Muss Transfer. Vol. 22, pp. 1607 1612
© Pergamon Press Ltd. 1979.  Printed in Great Britain.

0017-9310/79/1201 - 1607 SU2.00/4)

CONVECTION NATURELLE DANS UNE BO@TE
RECTANGULAIRE LEGEREMENT INCLINEE
CONTENANT UN MILIEU POREUX

JEaN-PaUuL WALCH et BERNARD DuLIEU

Laboratoire de Thermodynamique des Milieux Ionigues et Biologiques, Université Paris VII,
tour 33-43 E2, 2 place Jussieu — 75221 Paris Cedex 05, France

(Regu le 12 Mars 1979)

Résumé — Nous étudions la convection stationnaire dans une boite rectangulaire légérement inclinée
contenant un milieu poreux saturé. Lorsque la paroi inférieure est la plus chaude, et pour de grands facteurs
de forme, la circulation est simple tant que le nombre de Rayleigh reste sous-critique. Si le systéme est chauffé
par le haut, un régime de couches limites s’établit aux grands nombres de Rayleigh. Le nombre de Nusselt est
calculé par la méthode de Galerkin et 'on montre qu'il est donné dans ce cas par I'expression approchée:

Nu =1 + 0,16 k*>*Ra*'"*¢>.

NOMENCLATURE
a, coefficient du développement du nombre
de Nusselt;
g, accelération de la pesanteur;
h, demi-hauteur;
k, facteur de forme = longueur/hauteur;
Nu, nombre de Nusselt global;
D, pression ;
Ra*,  nombre de Rayleigh de filtration;
T, température réduite ;
To, température de référence;
T, température a 'ordre 1 en ¢;
Ty température de la paroi inférieure;
Ty, température de la paroi supérieure;
v, vitesse de filtration;
X, coordonnée quasi-horizontale;
v, coordonnée quasi-verticale.

Symboles grecs

2, coefficient de dilatation thermique:
B, écart de température ;

é, épaisseur de la couche limite;

& = B/|B| sens du chauffage;

K, permeéabilité du milieu poreux;

@, angle d’inclinaison ;

D, flux de chaleur;

v fonction de courant réduite;

)
Vi, fonction de courant au premier ordre;
A*, conductivité thermique équivalente du mi-
lieu poreux;

O masse volumique du fluide saturant;

Purs masse volumique du fluide & la température
de référence ;

(pc);,  chaleur volumique du fluide saturant;

6, température absolue;

v, viscosité cinématique.

1. INTRODUCTION

I PEUT étre nécessaire, dans certaines circonstances,
de connaitre le flux de chaleur a travers un milieu
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poreux a faces paralléles légerement inclinées. Cest le
cas, par exemple, lorsqu’on isole thermiquement au
moyen de laine de verre la face inférieure d’un récipient
chaud présentant un défaut d’horizontalité. Comme
dans le cas d’un liquide pur [1,2] les équations de la
convection peuvent étre linéarisées par rapport a
I’'angle d’inclinaison. On obtient alors par la méthode
de Galerkin, les lignes de courant, le champ de
température et le nombre de Nusselt. Pour les grands
nombres de Rayleigh, une réduction a des équations
différentielles ordinaires fournit une solution analyti-
que compacte approchée.

2. LES EQUATIONS ET LEUR SOLUTION

Le systéme de référence est donné par la Fig. 1. Les
deux parois quasi-horizontales sont maintenues a des
températures différentes et uniformes T, en haut et T
en bas. Les parois latérales sont adiabatiques. Les
differents coefficients de transport sont considérés
comme indépendants de la température.

Nous utilisons la loi de Darcy qui s’écrit, en régime
stationnaire:

K 1
V=~(——Vp+g) (1)
v\l p, ,
et I’équation d’état:
Pr= /’0_[[1 —a( — Ty)). (2)

FiG. 1. Systéme de référence.
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L’approximation de Boussinesq est adoptée : les varia-
tions de la masse volumique sont négligées sauf dans le
terme générateur de la convection. L’équation (1)
devient ainsi

—Vp+10g+—v—0
Por
Pour éliminer la variable p on prend le rotationnel de
3).
On passe a des équations adimentionnelles en
faisant le choix d’unités suivant:

3)

2h pour les longueurs, § =
températures et y* =
courant.

Ty — Ty pour les
A*/(pc); pour la fonction de

Alors (3) s’écrit:

0
Ay = Ra*(sin (pa—y T — cos (pi T> “4)

dOx

et 'équation de la chaleur prend la forme

(ay'/lg;——ll/ )T=AT )
avec
Ra* = Zay(filrﬂhk ©)
et pour conditions aux limites
o(250)=v(xx3)=0
2 2, 7

0 k ) ( 1 €
Zr(+<y)=0, + ) =1L
ox (—2y, T‘xi2> 3

avecs = B/|B| et pour origine des températures (T, —
Ty)2.

Pour une inclinaison nulle, le systéme (4)~-(7) admet
la solution , = 0, T, = «y.

On suppose que pour une inclinaison assez faible il
existe un développement en série de puissances de
'angle:

w(xay) = (Pll’](x,y) + (lel’z(-",y} + O(‘pgj
T(x,y) =ty + @Ty(x,y) + @*T1(x,y) + O(¢>).

On obtient alors au premier ordre en ¢ le systéme

@®)

1 a
WA¢1+5;T1=’5 9)

é
t—¥, + AT, =0 (10)
ox

avec les conditions aux limites

-k i 1
V/n(ii,)’/ =¥, -“’ii =0
i) ( k ) ( 1
—T — = T{x,+=)=0.
ax 1\i2,y‘ 0, 1 X,_z

(11)
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¥, et T, dépendent du nombre de Rayleigh et du
facteur de forme k.

Le nombre de Nusselt global, mesurant la contribu-
tion convective au transport de chaleur s'écrit ici:

()
* —_
Nu(k, Ra*,p) = ©)

(12)
ou ®(¢) est le flux de chaleur a travers une section
quasi-horizontale de la boite.

Développons @ en puissances de I'angle : par raison
de symétrie, ® est une fonction paire de ¢ et I'on a

[2.3]
Nu(k,Ra*,p) =1 + —jj(VT )dx dy + O(p*).

(13)

Le systéeme (9)—(11) est résolu par la méthode de
Galerkin en posant:

T\(x,y) = ;;1 }Zl T”sm . cos; y (14)
noom i*x ‘.
ey =3 ¥ LijCOSTCOS.I*Y
i=1 j=1
oui*=02* - ) et j*=(2j - I)n
On obtient
—edk(—1)*
Ly = i
i k Q +n*
i
T ra* " " ke,
(15)
i’“2 2
T, = kQ L avec Q) = + j*4.
Pour les calculs numériques nous utilisons n = 10,

m = 40.

3. RESULTATS ET COMMENTAIRES

(a) Chauffage par le bas (« = —1) et nombre de
Rayleigh sous-critique (Ra*cos¢ < 4n% [4]). On
obtient les lignes de courant de la Fig. 2. Pour des
valeurs assez grandes du facteur de forme nous
distinguons deux régions: loin des parois adiabatiques
la chaleur n’est transportée que par diffusion et la
fonction de courant est donnée par la solution bien
connue [4]

(16)
T,~0
obtenue en faisant /dx — 0 dans (9)-(11).
Par contre, un transport convectif s’établit au

voisinage des parois latérales. Comme (16) est indé-
pendante du facteur de forme, il doit en étre de méme

" pour y, et T, prés des extrémités et on peut écrire le

nombre de Nusselt sous la forme
Nu = 1 + a(k,Ra*)p* + O(¢*) 17
ou a(k, Ra*) est de la forme b(Ra*)/k. La validité de
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FiG. 2. Lignes de courant au premier ordre pour ¢ =

cette expression peut étre appréciée sur la Fig. 3 oul’on
donne la relation entre a et k.

(b) Chauffage par le haut (« = + 1). Lorsque le
nombre de Rayleigh est petit, la convection est unicel-
lulaire (Fig. 4). Pour les grands nombres de Rayleigh
on distingue deux régions (Fig. 5): dans le centre, les
vitesses sont faibles et la perturbation de température
indépendante de y (il y a stratification horizontale).
Prés des parois les gradients sont trés forts. Nous
reviendrons sur ce cas au paragraphe 4.

La Fig. 6 donne le coefficient a(k, Ra*) du dévelop-
pement du nombre de Nusselt

Nu =1+ a(k, Ru*)p*. (18)

On distingue la encore deux domaines : celui des petits
nombres de Rayleigh ou a croit rapidement avec Ra*
mais décroit avec k [Cf. équation (17)] et celui ou Ra*
est grand pour lequel la stratification de la région
centrale donne une croissance plus faible avec Ra*.

,s b

1 "

F1G. 3. Nombre de Nusselt Nu = 1.+ a(k, Ra*)p? pour ¢ =
— 1 et Ra* = 20.

FIG. 4. Lignes de courant au premier ordre poure = + 1,k
=2 et Ra* = 100.

— 1,k = 8et Ra* = 20.

4. ANALYSE DU CAS Ra* - v POURk
MODERE (- = + 1)

Lorsque le nombre de Rayleigh croit indéfiniment
les systémes (4)—(5) et (9)-(10) deviennent singuliers.

Le systeéme (4)—(5) avec ¢ = n/2, correspondant a
une boite verticale, a été étudié pour le cas d’un liquide
pur [5-6] et d’'un milieu poreux [7-8]. On distingue
alors un coeur ou le terme diffusif de I'équation du
mouvement est négligé et une couche limite proche des
parois isothermes ou les équations sont simplifiées par
les proceédures habituelles. Les deux solutions sont
ensuite raccordées.

Ici,dans le cas ¢ — 0, nous utilisons une méthode de
réduction des équations complétes (9)—(10) a un
systéme d’équations différentielles ordinaires proche
de la méthode de Kantorovich [9].

Une analyse grossiére [2,3] donne pour les ordres
de grandeur des variables les estimations suivantes:
épaisseur de la couche limite § ~ k'ZRa*7!%;
fonction de courant prés des parois isothermes ¢ ~
kRa*''*p: nombre de Nusselt Nu — 1 ~
k3 2Ra*' 4 (p2.

Développons T, et y, en séries de fonctions satisfai-
sant aux symeétries et aux conditions aux limites en x:

ki

Ty(x,y) = Y Tiy)sinax

i=1

(19)

lﬁl(xv y) = Z L,'(y)COS %£;:X

i=1
i = - l
avec a; (2 ) .

En substituant ce développement dans (9)-(10)
compte tenu de

s 4(_1)1

1= acos X, o= — ——
z A 22— 1)

i=1

(20)

et en utilisant la condition de Galerkin, on obtient le
systeme découplé
TM(y) — 22} T(y) + af[af + Ra*]Tyy)

= Ra*ajoy

L™(y) — 26} Li(y) + [} + Ra*]L{y)

@n

= — Ra*xjal.
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(b)

Fi6. 5. Isothermes (a) et lignes de courant (b) au premier ordre pour e = + 1,k = 2 et Ra* = 10*

log a

F1G. 6. Nombre de Nusselt Nu = 1 + a(k, Ra*)p? pour ¢ = + 1.
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Les racines de I’équation caractéristique associée a (21)
sont

ri= * x[1 + j(Ra*/af)* 2]' 2. 22)

Il est possible de développer entiérement le calcul
sans approximation et d’obtenir ainsi une solution
exacte sous forme de séries simples (19). Cependant les
coefficients assez compliqués font que cette solution
n’'est, pratiquement, pas beaucoup plus utilisable que
la solution en séries doubles obtenue au paragraphe 2.

Limitons-nous au cas ou (Ra*/a?)'’? » 1, C'est-a-
dire

kRa*'?
PRi—Y | 23
Qi-1)rn 23)

ce qui revient, comme on peut le vérifier, a faire
Fapproximation

o? ik

— » — dans (9)-(10).

377 5 (9)-(10)
En choisissant les solutions paires de (21) satisfaisant
aux conditions aux limites et compte tenu de (23), il
vient

.

Tl(x’y) = Z

i=1

[Ai sinh m;y sin m;y

o | .
+ B;coshm;ycos myy + -] sin a;x
«

i

Yi(x,y)= Y | —Ra*!'?B;sinh m;ysinm,y
i=1 .

+ Ra*' 2 A4, cosh m;y cos m;y ]cos ;X

avec
P -mom,
A,z——ie 2 m—z- 24)
B~ — %e'%cos—"
®;
et

Sur la Fig. 7 est porté T,(0,5;y) et y,(0;y) pour Ra* =
10* et 10° et k = 2 en ne gardant que le premier terme
des séries.

Compte tenu de (13) et négligeant les composantes
horizontales du gradient de température, on obtient
pour le nombre de Nusselt

12 )
Nu=>~1+-———k¥2Ra*'"*p?

7z72\/§
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F1G. 7. Fonction de courant et champ de température pour &
= 2, Ra* = 10* et Ra* = 10° selon {24) en traits pleins et
(14)-(15): triangles et étoiles.

5. CONDITIONS DE VALIDITE ET CONCLUSION

En utilisant les estimations indiquées au début du
paragraphe 4 il est possible de préciser les conditions
de validité des solutions ci-dessus.

L'utilisation de la loi de Darcy suppose que les
variations des vitesses soient faibles sur une longueur
caractéristique des dimensions des pores (d):

2d

8 ~k'2Ra* 14 » o

Par ailleurs, les termes du second ordre en ¢ ne sont
négligeables dans la couche limite que si

1]
tan<p<<;~ k=23Ra*" ',

Lorsque la boite est chauffée par le bas et pour des
nombres de Rayleigh sous-critiques, la solution habi-
tuelle consistant en un écoulement paralléle aux parois
isothermes et un transport de chaleur convectif limité
aux extrémités est utilisable dans le cas de facteurs de
forme assez grands. )

Pour une chauffage par le haut, 'écoulement est
d’autant plus complexe que Ra* est grand. La solution
analytique obtenue pour Ra* — x en souligne les
aspects essentiels: couches limites au voisinage des
parois isothermes, nappes de circulation inversée et
région centrale stratifiée presque immobile.
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NATURAL CONVECTION IN A SLIGHTLY SLANTED RECTANGULAR BOX
FILLED WITH A POROUS MEDIUM

Abstract—Steady natural convection in a rectangular slightly inclined box filled with a porous medium is
studied. If the lower plate is heated and the aspect ratio large, the structure of the flow is simple as long as the
Rayleigh number remains sub-critical. If the upper plate is heated, a boundary layer regime appears provided
that the Rayleigh number is high. The Nusselt number is calculated by the Galerkin method and shown to
approximate in this particular case to the following expression:

Nu =1+ 0.16k*2Ra*' g2,

FREIE KONVEKTION IN EINEM LEICHT SCHRAG GESTELLTEN,
RECHTECKIGEN KASTEN, DER MIT EINEM POROSON MEDIUM
GEFULLT IST

Zusammenfassung - Wir untersuchen freie Konvektion in einem rechteckigen, leicht geneigten Kasten, der
mit einem pordsen Medium gefiillt ist. Wenn die untere Seite geheizt wird und das Seitenverhiltnis groB ist,
so ist die Struktur der Strémung solange einfach, wie die Rayleigh-Zahl unterkritisch bleibt. Wenn die obere
Seite geheizt wird, ergibt sich eine Grenzschichtstrémung, vorausgesetzt, daB die Rayleigh-Zahl hoch ist. Wir
berechnen die Nusselt-Zahl nach der Methode von Galerkin und zeigen, da8 sie in diesem besonderen Falil
von dem Ausdruck

Nu =1 + 0,16k3?Ra*!/4¢p?

angenihert wird.

ECTECTBEHHASI KOHBEKLIMA B CJIEFTKA HAKJIOHEHHOM
MNPSAMOYTOJBHOM OBBEME, 3ANOJHEHHOM NOPUCTON CPEJOM

AnHoraunn — M3yyaetcs CTaluMOHApHAs eCTECTBEHHAS KOHBEKLMS B MPAMOYTOJBHOM CJIErKa HaKJIO-
HEHHOM 06 BEMeE, 3anOJHEHHOM NOPKCTON cpeioil. ECIM HAarpeBaeTcs HIKHSAA TMJACTHHA M OTHOLLEHHE
CTOPOH BEJMKO, CTPYKTYPA IIOTOKa OCTAETCH NPOCTON BILUIOTHL 10 KPHTHYeCKHX uucen Penea. [pmu
HarpeBe BepXHel BIACTHHBL B Cilyuae Donbiiux yucen Penes BO3IHMKAeT TedeHHE THRA NOrPAHHYHOID
cnos. Metogom anepxuna paccuurano uucno Hyccenbta M nOKa3aHo, 4TO B PACCMOTPEHHOM Ciydae
OHO ONPENESeTCS BhIPaXeHHEM

Nu =1+ 0,16k>2Ra*! %>,



